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Ekstrema funkcji dwéch zmiennych

Definicja 1

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xg,yo) minimum lokalne wtasciwe, gdy
istnieje sasiedztwo S(xo,yo) takie, ze dla dowolnego punktu (z,y) € S(xo,yo)
zachodzi nieréwnos¢

f(x,y) > f(wo,90)-

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (g, yo) maksimum lokalne witasciwe, gdy
istnieje sasiedztwo S(x¢,yo) takie, ze dla dowolnego punktu (x,y) € S(xo,Yyo)
zachodzi nieréwnosc¢

f(z,y) < f(w0,90)-
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Ekstrema funkcji dwéch zmiennych

Definicja 1

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xg,yo) minimum lokalne wtasciwe, gdy
istnieje sasiedztwo S(xo,yo) takie, ze dla dowolnego punktu (z,y) € S(xo,yo)
zachodzi nieréwnos¢

f(z,y) > f(w0,90)-

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (g, yo) maksimum lokalne wiasciwe, gdy
istnieje sasiedztwo S(x¢,yo) takie, ze dla dowolnego punktu (x,y) € S(xo,Yyo)
zachodzi nieréwnosc¢

f(z,y) < f(w0,90)-

Uwaga 1

| A

Q Jezeli w powyzszej definicji zastapimy ostre nieréwnosci przez stabe (tzn.
F(@,y) > F(z0,y0) lub f(2,y) < f(zo,0)). to mbwimy, ze funkeja f ma w
punkcie (xg,y0) minimum lokalne lub maksimum lokalne.
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Ekstrema funkcji dwéch zmiennych

Definicja 1

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (xg,yo) minimum lokalne wtasciwe, gdy
istnieje sasiedztwo S(xo,yo) takie, ze dla dowolnego punktu (z,y) € S(xo,yo)
zachodzi nieréwnos¢

f(z,y) > f(w0,90)-

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (g, yo) maksimum lokalne wiasciwe, gdy
istnieje sasiedztwo S(x¢,yo) takie, ze dla dowolnego punktu (x,y) € S(xo,Yyo)
zachodzi nieréwnosc¢

f(z,y) < f(w0,90)-

Uwaga 1

| A

Q Jezeli w powyzszej definicji zastapimy ostre nieréwnosci przez stabe (tzn.
f(z,y) > f(zo,y0) lub f(z,y) < f(xo,Y0)), to méwimy, ze funkcja f ma w
punkcie (xg,y0) minimum lokalne lub maksimum lokalne.

@ Maksima i minima lokalne funkcji (wfasciwe lub niewtasciwe) nazywamy
ekstremami lokalnymi.
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Twierdzenie 1 (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f ma w punkcie (xo,yo) ekstremum lokalne i istnieja pochodne
czastkowe

0 0
a_i(xmy())a 8—5(960,%)

0 . 0
@) =0 i Faw) -0

Uwaga 2

| \

@ Punkty, w ktérych obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu sie zeruja
nazywamy stacjonarnymi.

A\
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Twierdzenie 1 (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f ma w punkcie (xo,yo) ekstremum lokalne i istnieja pochodne
czastkowe

0 0
a_i(xmy())a 8—5(960,%)

0 . 0
@) =0 i Faw) -0

Uwaga 2

| \

@ Punkty, w ktérych obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu sie zeruja
nazywamy stacjonarnymi.

@ W powyzszym twierdzeniu implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

A\
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Twierdzenie 1 (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f ma w punkcie (xo,yo) ekstremum lokalne i istnieja pochodne
czastkowe

0 0
a_i(‘ranO)a 8—5(960,%)

0 . 0
@) =0 i Faw) -0

| \

Uwaga 2
@ Punkty, w ktérych obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu sie zeruja
nazywamy stacjonarnymi.
@ W powyzszym twierdzeniu implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

© Funkcja moze miec ekstremum lokalne tylko w punkcie stacjonarnym lub
w punkcie, w ktérym przynajmniej jedna pochodna nie istnieje. Punkty te
nazywamy krytycznymi.

A\
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Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = x3.
Zbadac, czy funkcja f ma ekstrema lokalne.
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Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = x3.
Zbadac, czy funkcja f ma ekstrema lokalne.
Dy =R?
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Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = x3.
Zbadac, czy funkcja f ma ekstrema lokalne.
Dy = R2.  Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

g(x,y) = 322, g(w,y) =0 - funkcje ciagte.
ox dy

y,
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Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = 3.
Zbadac, czy funkcja f ma ekstrema lokalne.
Dy = R2.  Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

g(m, y) = 322, g(w,y) =0 - funkcje ciagte.
ox dy
Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

9 (z,y)=0
< 322=0 < z=0.
5L(z,y)=0

Punkty stacjonarne funkcji f maja postac¢ (0,y), gdzie y € R.
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Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = 3.
Zbadac, czy funkcja f ma ekstrema lokalne.
Dy = R2.  Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

g(m, y) = 322, g(w,y} =0 - funkcje ciagte.
ox dy
Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f
L (x,y) =0

< 322=0 < z=0.
5L(z,y)=0

Punkty stacjonarne funkcji f maja postac¢ (0,y), gdzie y € R.
Pokazemy, korzystajac z definicji, ze funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.
Niech yy bedzie dowolna liczba rzeczywista. Wéwczas

f(0,90) =0, f(%,yo)=%>07 f(—%,yo):—%<0,
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Niech yy bedzie dowolna liczba rzeczywista. Wéwczas

f(0,90) =0, f(%,yo)=%>07 f(—%,yo):—%<0,

co oznacza, ze funkcja f nie ma ekstremum w punkcie (0,yo).
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Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f(x,y) = 3.
Zbadac, czy funkcja f ma ekstrema lokalne.
Dy = R2.  Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f

g(m, y) = 322, g(w,y} =0 - funkcje ciagte.
ox dy
Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

9 (z,y)=0
< 322=0 < z=0.

5L(z,y)=0

Punkty stacjonarne funkcji f maja postac¢ (0,y), gdzie y € R.
Pokazemy, korzystajac z definicji, ze funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.
Niech yy bedzie dowolna liczba rzeczywista. Wéwczas

f(0,90) =0, f(%,yo)=%>07 f(—%,yo):—%<0,

co oznacza, ze funkcja f nie ma ekstremum w punkcie (0,yo).
Zerowanie sie w punkcie obu pochodnych czastkowych funkcji nie gwarantuje
istnienia ekstremum lokalnego funkcji w tym punkcie.
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Punkty stacjonarne funkcji f(z,y) = 23
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Zbadac ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = /22 + y2.
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Zbadac ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = /22 + y2.

Pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0,0) nie istnieja, zatem w tym
punkcie funkcja f moze miec¢ ekstremum.
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PrzyKktad

Zbadac ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = /22 + y2.

Pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0,0) nie istnieja, zatem w tym
punkcie funkcja f moze miec¢ ekstremum.

. . 0 - 0 1
Poniewaz 6—£(:c,y)= \/;Tgﬁ i a—g(a:,y)z \/# dla (z,y) #(0,0) , wiec

funkcja f nie ma punktéw stacjonarnych.
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Zbadac ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = /22 + y2.

Pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0,0) nie istnieja, zatem w tym

punkcie funkcja f moze miec¢ ekstremum.
X

. . 0 - 0 1
Poniewaz 6—£(:c,y)= el a—i(x,y)z \/ﬁy_+y2 dla (z,y) #(0,0) , wiec
funkcja f nie ma punktéw stacjonarnych.

Funkcja f ma w punkcie (0,0) minimum lokalne wtasciwe, bo

flx,y) =\/22+y%2 20 i f(x,y) =0 wtedy i tylko wtedy gdy = =1y =0.
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Twierdzenie 2 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Niech funkcja f ma ciagfe pochodne czastkowe drugiego rzedu na pewnym
otoczeniu punktu (xg,yo) oraz niech

-] %(.’Eo,yo)zo Il g—i(l‘o’yo):o’
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Twierdzenie 2 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Niech funkcja f ma ciagfe pochodne czastkowe drugiego rzedu na pewnym
otoczeniu punktu (xg,yo) oraz niech
d )
o ZL(zo,y0)=0 i a—i(moayo) =0,
@ wyznacznik, zwany hesjanem

o 5
Bmé (l’o,yo) azéfy (x07y0)
of

H(zo,y0) = det e
m(xoyyo) a—yjzt(xoyyo)

to funkcja f ma w punkcie (xo,yo) ekstremum lokalne wtasciwe i jest to:
2
minimum lokalne wtasciwe, gdy %(xg,yo) >0 albo

maksimum lokalne wfasciwe, gdy %(mo, Yo) < 0.
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Twierdzenie 2 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Niech funkcja f ma ciagfe pochodne czastkowe drugiego rzedu na pewnym
otoczeniu punktu (xg,yo) oraz niech
d )
o ZL(zo,y0)=0 i a*i(moayo) =0,
@ wyznacznik, zwany hesjanem

d? a?
Bmg (l’o,yo) azgy (IIZ(),yo)
o2 f

H(zo,y0) = det P
m(ﬂﬁo,yo) BTJ;(xO,yO)

to funkcja f ma w punkcie (xo,yo) ekstremum lokalne wtasciwe i jest to:

minimum lokalne wtasciwe, gdy %(mo, yo) > 0 albo

maksimum lokalne wfasciwe, gdy %(mo, Yo) < 0.

Uwaga 3

| \

Q Jezeli hesjan H(xo,yo) <0, to funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w
punkcie (xo,Yo)-
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Twierdzenie 2 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Niech funkcja f ma ciagfe pochodne czastkowe drugiego rzedu na pewnym
otoczeniu punktu (xg,yo) oraz niech
d )
o ZL(zo,y0)=0 i a*i(moayo) =0,
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d? a?
Bmg (l’o,yo) azgy (IIZ(),yo)
o2 f

H(zo,y0) = det P
m(ﬂﬁo,yo) BTJ;(xO,yO)

to funkcja f ma w punkcie (xo,yo) ekstremum lokalne wtasciwe i jest to:

minimum lokalne wtasciwe, gdy %(mo, yo) > 0 albo

maksimum lokalne wfasciwe, gdy %(mo, Yo) < 0.

Uwaga 3

| \

Q Jezeli hesjan H(xo,yo) <0, to funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w
punkcie (xo,Yo)-
Q Jezeli hesjan H(xg,yo) = 0, to twierdzenie nie rozstrzyga.
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I,
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.
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RIS,
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

?(x,y) =322 + 3% + 12y, g(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
3 Y
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e ———

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

%(m,y) =322 + 3% + 12y, g—f(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
3 Y

Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

3(x2+9y%+4y) =0

9 (z,y) =0
{ 6x(y+2)=0

SL(z,y)=0
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RIS,

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

g(x,y) =322 + 3% + 12y, g—f(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
€T Y

Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

9 (x,y) =0
ox Y 2 2 =
{ 2w v T =0 o (@ = 0n(yea) = 0)v(y = 200 = 9)

6x(y+2)=0
5 (z,y) =0 e

Punkty stacjonarne f: P;=(0,0), P, =(0,-4), P3=(2,-2), Py =(-2,-2).
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RIS,

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

g(x,y) =322 + 3% + 12y, g—f(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
€T Y

Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

U (z,4)=0
9z \ Y 2, .2 -
< { Sy S )0 < (z=0ny(y+4) = 0)v(y = —2Az? = 4)

6x(y+2)=0
SL(z,y)=0 +2)

Punkty stacjonarne f: P;=(0,0), P, =(0,-4), P3=(2,-2), Py =(-2,-2).

oL (z,y) L(z,y) 6x 6y+12
ox 6z8y = det

H(;L‘, y) = det a2
l ayafz(%y) f(x Y) 6y + 12 6z

= 3622 - 36(y +2)* = 36(2? - (y +2)?)
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e —
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

g(x,y) =322 + 3% + 12y, g—f(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
€T Y

Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

9 (x,y) =0
ox Y 2 2 =
{ et - (z = 0ny(y+4) = 0)v(y = —2Az” = 4)

6x(y+2)=0
SL(z,y)=0 +2)

Punkty stacjonarne f: P;=(0,0), P, =(0,-4), P3=(2,-2), Py =(-2,-2).

81,2(56 Y) azay(ﬂc y) l:d t[ 6z 6y +12

H(LL’,y) = det a2

= 3622 - 36(y +2)? = 36(95 - (y+2)?%)
H(P1)=36-(-4)<0, H(P,)=36-(-4) <0 - brak ekstremum w Py i w Py
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e —
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

g(x,y) =322 + 3% + 12y, g—f(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
€T Y

Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

9 (x,y) =0
ox Y 2 2 =
{ et - (z = 0ny(y+4) = 0)v(y = —2Az” = 4)

6x(y+2)=0
SL(z,y)=0 +2)

Punkty stacjonarne f: P;=(0,0), P, =(0,-4), P3=(2,-2), Py =(-2,-2).

xT x
H(z,y) = det 8%“3’3( ) "’wy( ) :det[ 6 ?g 6y+é2
9y (z,9) 92 (I Y) y+ x

= 3622 - 36(y +2)? = 36(95 - (y+2)?%)
H(P1)=36-(-4)<0, H(P,)=36-(-4) <0 - brak ekstremum w Py i w Py
H(P3)=H(Py)=36-4>0 - funkcja f ma ekstrema w Ps i Py is3 to
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e —
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 2 + 3xy® + 12xy.

g(x,y) =322 + 3% + 12y, g—f(x,y) =6xy + 12 — funkcje ciagte.
€T Y

Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

9 (x,y) =0
ox Y 2 2 =
{ 3(x"+y° +4y) =0 < (z=0ny(y+4) = 0)v(y = —2Az? = 4)

P 6x(y+2)=0
SL(z,y)=0
Punkty stacjonarne f: P;=(0,0), P, =(0,-4), P3=(2,-2), Py =(-2,-2).

H(m,y):detl axz(fc ) Szay(x ) l:det[ 6x Gy + 12

2
aigz (z,y) 52 (I Y) 6y + 12 6z

= 3622 - 36(y +2)% = 36(95 - (y+2)?%)
H(Py)=36-(-4)<0, H(Py)=36-(-4) <0 - brak ekstremum w Py i w P,
H(P3)=H(Py)=36-4>0 - funkcja f ma ekstrema w Ps i Py is3 to
2
minimum lokalne w Ps, bo %(Pg) =12>0, - frmin(Ps) =-
i maksimum lokalne w Py bo 2L(Py)==12<0 - frau(Ps) = 16.
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Ekstrema lokalne funkcji f(

(-2,-2, 16)
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Definicja 2 (ekstrema warunkowe)

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (o, yo) minimum lokalne wiasciwe z
warunkiem g(x,y) = 0, gdy g(zo,yo) = 0 oraz istnieje sasiedztwo S(x¢,yo) takie,
ze dla dowolnego punktu (z,y) € S(xo,y0) spetniajacego warunek g(x,y) =0
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) > f(xo,v0)-

Analogicznie, funkcja f ma maksimum warunkowe, gdy zachodzi odwrotna
nieréwnos¢, tzn. f(x,y) < f(zo,yo)-
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Algorytm szukania ekstreméw warunkowych

Ekstreméw lokalnych funkcji f dwéch zmiennych z warunkiem g(z,y) =0
szukamy nastepujaco:
Q Krzywa I': g(z,y) = 0 dzielimy na tuki, ktére s3 wykresami funkcji postaci
y = h(zx), gdzie z € I lub postaci = = p(y), gdzie y € J.
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Algorytm szukania ekstreméw warunkowych

Ekstreméw lokalnych funkcji f dwéch zmiennych z warunkiem g(z,y) =0
szukamy nastepujaco:
Q Krzywa I': g(z,y) = 0 dzielimy na tuki, ktére s3 wykresami funkcji postaci
y = h(zx), gdzie z € I lub postaci = = p(y), gdzie y € J.
@ Szukamy ekstreméw funkcji jednej zmiennej f(z,h(x)) na przedziale I lub
funkeji f(p(y),y) na przedziale J.
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Algorytm szukania ekstreméw warunkowych

Ekstreméw lokalnych funkcji f dwéch zmiennych z warunkiem g(z,y) =0
szukamy nastepujaco:
Q Krzywa I': g(z,y) = 0 dzielimy na tuki, ktére s3 wykresami funkcji postaci
y = h(zx), gdzie z € I lub postaci = = p(y), gdzie y € J.
@ Szukamy ekstreméw funkcji jednej zmiennej f(z,h(x)) na przedziale I lub
funkeji f(p(y),y) na przedziale J.
© Poréwnujemy wartosci otrzymanych ekstreméw na krzywej I' i ustalamy
ekstrema warunkowe. )
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Definicja 3
Niech A bedzie niepustym podzbiorem dziedziny funkcji f.

Méwimy, ze liczba m jest najmniejsza wartoscia funkcji f na zbiorze A, gdy
istnieje punkt (xo,y0) € A taki, ze f(xo,yo) = m oraz dla kazdego (z,y) € A
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) > m. Piszemy wtedy fmin = m.

Mdowimy, ze liczba M jest najwieksza wartoscia funkcji f na zbiorze A, gdy
istnieje punkt (zq,yo) € A taki, ze f(xo,y0) = M oraz dla kazdego (z,y) € A
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) < M. Piszemy wtedy fmaz = M.
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Definicja 3
Niech A bedzie niepustym podzbiorem dziedziny funkcji f.

Moéwimy, ze liczba m jest najmniejszg wartoscia funkcji f na zbiorze A, gdy
istnieje punkt (xo,y0) € A taki, ze f(xo,yo) = m oraz dla kazdego (z,y) € A
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) > m. Piszemy wtedy fmin = m.

Mdowimy, ze liczba M jest najwieksza wartoscia funkcji f na zbiorze A, gdy
istnieje punkt (zq,yo) € A taki, ze f(xo,y0) = M oraz dla kazdego (z,y) € A
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) < M. Piszemy wtedy fmaz = M.

A\

Twierdzenie 3 (Weiestrassa)

Niech D c R? bedzie obszarem domknietym i ograniczonym. Wéwczas jezeli
funkcja f: D — R jest ciagta w D to:

)\
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Definicja 3
Niech A bedzie niepustym podzbiorem dziedziny funkcji f.

Moéwimy, ze liczba m jest najmniejszg wartoscia funkcji f na zbiorze A, gdy
istnieje punkt (xo,y0) € A taki, ze f(xo,yo) = m oraz dla kazdego (z,y) € A
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) > m. Piszemy wtedy fmin = m.

Mdowimy, ze liczba M jest najwieksza wartoscia funkcji f na zbiorze A, gdy
istnieje punkt (zq,yo) € A taki, ze f(xo,y0) = M oraz dla kazdego (z,y) € A
zachodzi nieréwnos¢ f(x,y) < M. Piszemy wtedy fmaz = M.

Twierdzenie 3 (Weiestrassa)
Niech D c R? bedzie obszarem domknietym i ograniczonym. Wéwczas jezeli
funkcja f: D — R jest ciagta w D to:
@ jest ograniczona,
@ przyjmuje co najmniej raz w zbiorze D wartos¢ najmniejsza i wartosé
najwieksza.
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Algorytm szukania ekstreméw globalnych na obszarze domknietym

Warto$¢ najmniejsza i najwiekszg funkgcji f dwdch zmiennych na ograniczonym i
domknietym obszarze D znajdujemy nastepujaco:
@ Na obszarze otwartym (wnetrzu obszaru D ) szukamy punktéw, w ktérych
funkcja f moze mie¢ ekstremum lokalne.

Anna Bahyrycz Ekstrema funkcji wielu zmiennych



Algorytm szukania ekstreméw globalnych na obszarze domknietym

Warto$¢ najmniejsza i najwiekszg funkgcji f dwdch zmiennych na ograniczonym i
domknietym obszarze D znajdujemy nastepujaco:
@ Na obszarze otwartym (wnetrzu obszaru D ) szukamy punktéw, w ktérych
funkcja f moze mie¢ ekstremum lokalne.

@ Na brzegu obszaru D szukamy punktéw, w ktérych funkcja f moze miec
ekstremum warunkowe.
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Algorytm szukania ekstreméw globalnych na obszarze domknietym

Warto$¢ najmniejsza i najwiekszg funkgcji f dwdch zmiennych na ograniczonym i
domknietym obszarze D znajdujemy nastepujaco:

@ Na obszarze otwartym (wnetrzu obszaru D ) szukamy punktéw, w ktérych
funkcja f moze mie¢ ekstremum lokalne.

@ Na brzegu obszaru D szukamy punktéw, w ktérych funkcja f moze miec
ekstremum warunkowe.

© Poréwnujemy wartosci funkcji f w otrzymanych punktach i na tej podstawie
ustalamy najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f na obszarze D.

o
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Przyktad 4

Znalezé wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji
f@y)=a®+y* —ay+a+y
w tréjkacie domknietym T' ograniczonym przez proste o réwnaniach

z=0, y=0, x+y+3=0.
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Przyktad 4 c.d.

1. Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne we
wnetrzu trojkata 7.
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Przyktad 4 c.d.

1. Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne we
wnetrzu trojkata 7.

fry) =2 +y* —ay+a+y

Znajdujemy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f :

%(ﬂc,y)=2x—y+1, g(m,y)=2y—x+1 — funkcje ciagte.
Jr oy
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Przyktad 4 c.d.

1. Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne we
wnetrzu trojkata 7.

f@y)=a®+y*—ay+a+y
Znajdujemy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f :
0 0] .
—f(ﬂc,y)=2$—y+1, —f(a:,y)=2y—:1c+1 — funkcje ciagte.
Jr oy
Wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f

f (1.4) =

7 (©:v) 0@{2m—y+1:0©{y:2x+1 @{x:—l
2y-x+1=0 222+ 1)~z +1=0

U(ayy=0 ¥ S

Punkt stacjonarny funkcji f: Py=(-1,-1) - nalezy do wnetrza tréjkata 7.
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Przyktad 4 c.d. r,y)=x2+y’-xy+r+y

2. Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne na
kazdym z bokéw tréjkata.
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Przyktad 4 c.d. flr,y) =22 +y>—ay+x+y
2. Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne na
kazdym z bokéw tréjkata.
Boki trojkata to:
Q@ I'i: 2=0, gdzie -3<y<0;
Q@ I'>: y=0, gdzie -3<z<0;
Q@ Is: y=-x-3, gdzie -3<2<0.
Mamy zatem:
fi(y) = f(0,y) =y* +y, gdzie -3 <y <0;
fo(z) = f(,0) =22 + x, gdzie -3 <z < 0;
fa(x) = f(z,—z - 3) =x2+(—(x+3))2+x(x+3)+a:—x—3=
=22+ 22 +6x+9+2%2+32-3=322+9x+6, gdzie -3<y<0.
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Przyktad 4 c.d. flr,y) =22 +y>—ay+x+y

2. Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne na

kazdym z bokéw tréjkata.
Boki trojkata to:

QI'i: =0, gdzie -3<y<0;

Q@ I2: y=0, gdzie -3<xz<0;

Q I's: y=-x-3, gdzie -3<x<0.
Mamy zatem:
Fi(y) = £(0,y) =y* +y, gdzie -3 <y <0;
fo(z) = f(,0) =22 + x, gdzie -3 <z < 0;
fa(x) = f(z,—z - 3) :x2+(—(m+3))2+x(m+3)+x—x—3=

=22+ 22 +6x+9+2%2+32-3=322+9x+6, gdzie -3<y<0.

Wyznaczamy punkty, w ktérych funkcje fi, f2, f3 moga mie ekstrema
lokalne:

i) =2y+1; fi(y) =0 2y+1=0<y=—5€(-3,0); Pr=(0,-3)el;
fi(x) =22+1; f}(z) =0 2z+1=0<z=-1¢(-3,0); Pp=(-3,0)ely;

2

f3(xz)=6x+9; fi(z)=0<6r+9=0<x=-3¢(-3,0); Py=(-3,-3)¢

2
I
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Przyktad 4 c.d. fz,y) =22 +y?

—TYy+xT+y
3. Wyznaczamy wartosci funkcji w punktach wyznaczonych z warunkéw 1. i 2.
oraz w wierzchotkach tréjkata 7. Poréwnujemy otrzymane wartosci funkcji

f i na tej podstawie ustalamy najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f na
tréjkacie T
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Przyktad 4 c.d. flz,y)=2?+y2-zy+x+y

3. Wyznaczamy wartosci funkcji w punktach wyznaczonych z warunkéw 1. i 2.
oraz w wierzchotkach tréjkata 7. Poréwnujemy otrzymane wartosci funkcji
f i na tej podstawie ustalamy najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f na
tréjkacie T
Wyznaczamy wartosci funkcji w punktach Py, Py, Py, P
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Przyktad 4 c.d. flz,y)=2?+y2-zy+x+y

3. Wyznaczamy wartosci funkcji w punktach wyznaczonych z warunkéw 1. i 2.
oraz w wierzchotkach tréjkata 7. Poréwnujemy otrzymane wartosci funkcji
f i na tej podstawie ustalamy najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f na
tréjkacie T
Wyznaczamy wartosci funkcji w punktach Fy, Py, Py, P
F(-1,-1) = -1;
f(07 _%) = _i§
f(—%,O) = _i§
f(-3,-3)=-1
oraz w wierzchotkach tréjkata T'
f(ov 0) =0;
f(=3,0) =6;
£(0,-3) = 6.
Najmniejsza warto$¢ funkcji f na trdjkacie domknietym T to -1,
najwieksza warto$¢ funkcji f na domknietym tréjkacie T to 6.
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Przyktad 4 c.d.

flry) =2 +y* —ay+a+y

T tréjkat domkniety ograniczony przez proste: x =0, y=0, x+y+3=0.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja 4
Moéwimy, ze funkcja f: D — R, D c R™ ma w punkcie x¢g € D minimum lokalne

wiasciwe, gdy istnieje sasiedztwo S(x¢) takie, ze dla dowolnego punktu x € S(z¢)
zachodzi nieréwnos¢

f(@) > f(xo)-

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo, maksimum lokalne wtasciwe, gdy istnieje
sasiedztwo S(xg) takie, ze dla dowolnego punktu x € S(xo) zachodzi nieréwnosé

f(x) < f(xo)-
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja 4
Moéwimy, ze funkcja f: D — R, D c R™ ma w punkcie x¢g € D minimum lokalne

wiasciwe, gdy istnieje sasiedztwo S(x¢) takie, ze dla dowolnego punktu x € S(z¢)
zachodzi nieréwnos¢

f(@) > f(xo)-

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo, maksimum lokalne wtasciwe, gdy istnieje
sasiedztwo S(xg) takie, ze dla dowolnego punktu x € S(xo) zachodzi nieréwnosé

f(x) < f(xo)-

| A

Uwaga 4

Q Jezeli w powyzszej definicji zastapimy ostre nieréwnosci przez stabe (tzn.
f(x) > f(xo) lub f(z) < f(xg)), to méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x
minimum lokalne lub maksimum lokalne.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja 4

Moéwimy, ze funkcja f: D — R, D c R™ ma w punkcie x¢g € D minimum lokalne
wiasciwe, gdy istnieje sasiedztwo S(x¢) takie, ze dla dowolnego punktu x € S(z¢)
zachodzi nieréwnos¢

f(@) > f (o).

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo, maksimum lokalne wtasciwe, gdy istnieje
sasiedztwo S(xg) takie, ze dla dowolnego punktu x € S(xo) zachodzi nieréwnosé

f(x) < f(xo)-

| A

Uwaga 4

Q Jezeli w powyzszej definicji zastapimy ostre nieréwnosci przez stabe (tzn.
f(x) > f(xo) lub f(z) < f(xg)), to méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x
minimum lokalne lub maksimum lokalne.

@ Maksima i minima lokalne funkcji (wiasciwe lub niewtasciwe) nazywamy
ekstremami lokalnymi.
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Twierdzenie 4 (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f : D - R, D c R™ ma w punkcie xg € D ekstremum lokalne i

wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu istnieja w xq, to sa one réwne
zero.

Uwaga 5

@ Punkty, w ktérych wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu sie zeruja
nazywamy stacjonarnymi.
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Twierdzenie 4 (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f : D - R, D c R™ ma w punkcie xg € D ekstremum lokalne i

wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu istnieja w xq, to sa one réwne
zero.

Uwaga 5

@ Punkty, w ktérych wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu sie zeruja
nazywamy stacjonarnymi.

Q@ W powyzszym twierdzeniu implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.
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Twierdzenie 4 (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f : D - R, D c R™ ma w punkcie xg € D ekstremum lokalne i
wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu istnieja w xq, to sa one réwne
zero.

Uwaga 5

@ Punkty, w ktérych wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu sie zeruja
nazywamy stacjonarnymi.
Q@ W powyzszym twierdzeniu implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

@ Funkcja moze mie¢ ekstremum lokalne tylko w punkcie stacjonarnym lub
w punkcie, w ktérym przynajmniej jedna pochodna czastkowa pierwszego
rzedu nie istnigje.
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Niech funkcja f: D — R, D c R™ ma wszystkie pochodne czastkowe drugiego
rzedu. Macierz

[ 9%f o f f ]
Ox10x1 (ZC) O0x1012 (ZL‘) Ox10x, (.TJ)
*f ?f *f
Ox0x1 (.’E) O0x20xT2 ((E) Y Bwo0z, ((E)
Hf(z) =
*f *f 2*f
| 0z, 0z, (.’,U) 0z, 0x2 (:L‘) Oxy, 0Ty, (.'E) |

nazywamy macierza Hessego funkgcji f.
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viQ = \./
O

Niech funkcja f: D — R, D c R™ ma wszystkie pochodne czastkowe drugiego
rzedu. Macierz

- 0% 0% f 02f -
Ox10x1 (ZU) 0x10xo (Z‘) Ox10xy, (.73)
9? 9? o2
8$26f£v1 (x) 812(”)];:2 (x) o 61?2(’9];71 (:E)
Hf(x) =
0% f *f
| anaml( ) 0z, 0xo (:E) " 92,0z, ((L‘) §

nazywamy macierza Hessego funkcji f. Definiujemy funkcje

f o f
Ox10x1 (.’E) Ox10x2 ({E) 611611 ( )
2 f °f °f
Bxgaxl (m) 8126372 ( ) o 63:28961 (x) .
Ai(x) = dlai=1,...,n.
92 f 8% f 8% f
awlazl (:I;) 6IEL8$2 (x) o Bwlaax, (:L')
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Uwaga 6

Zauwazmy, ze Aq(z) = %(aj) i Ap(z)=detHf(x) .

Twierdzenie 5 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Niech D c R™ | funkcja f : D — R spefnia warunki:

o f ma ciagte pochodne czastkowe drugiego rzedu na pewnym otoczeniu
punktu xq € D,

O (20)=0 dlai=1,....n.
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Uwaga 6

Zauwazmy, ze Aq(z) = %(az) i Ap(z)=detHf(x) .

Twierdzenie 5 (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Niech D c R™ i funkcja f: D — R spetnia warunki:

o f ma ciagte pochodne czastkowe drugiego rzedu na pewnym otoczeniu
punktu xq € D,

g_i(xo)=0 dlai=1,...,n.
Woéweczas:

1. Jezeli Ai(z9) >0 dla i=1,...,n, to w punkcie xo funkcja f ma minimum
lokalne wtasciwe.

2. Jezeli (-1)*A;(20) >0 dla i=1,...,n, to w punkcie zo funkcja f ma
maksimum lokalne wiasciwe.
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